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Contexte

= Efre en mesure de comprendre comment les boites-noires se comportent en situration
d’incertitudes est primordial pour I'intégration des modéles d’lA dans des systémes critiques
Processus industriels, production d’électricité, médecine, fransports, économie...
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= La prise de décision doit &étre justifiable et justifiée
Arguments empiriques (e.g. SOTA) ont peu de poids pour convaincre les autorités de sireté /régulation

= Malgré la plus-value importante que |I’apprentissage automatique peut offrir :
Modélisation des risques de crédits, changement climatique et primes d’assurance, repérer les fraudes

1 Plusieurs aspects doivent étre pris en compte dans la décision :

Equité (variables protégées), transparence de I'information, stabilité des marchés

Comment justifier d’'une décision soutenue par un modéle boite-noire ?
Par exemple, un modéle issu de I'apprentissage automatique
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Deux domaines de recherche

= |'intelligence artificielle explicable (XAI) pour comprendre I'lA
Issue de la littérature ML/DL, avec une forte vision appliquée

Beaucoup de méthodes (LIME, SHAP...), mais justifi€es empiriquement
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= |'intelligence artificielle explicable (XAI) pour comprendre I'lA
Issue de la littérature ML/DL, avec une forte vision appliquée

Beaucoup de méthodes (LIME, SHAP...), mais justifi€es empiriquement
= |"analyse de sensibilité (SA) pour interpréter les modéles de simulation numériques
Issue de la quantification des incertitudes (UQ), avec un fort formalisme mathématique

Compréhension théorique des méthodes, mais sous des hypothéses peu réalistes

Un objectif commun :

Comprendre les modéles de prévision pour valider leur utilisation
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Etendre le formalisme de la SA, pour répondre aux enjeux de I'apprentissage automatique

Concrétement, ¢a veut dire quoi ?

= Aller au-deld des hypothéses classiques en SA
e.g., Indépendance mutuelle des variables explicatives...

1= Compréhension théorique des méthodes en XAl
Définir les quantités théoriques d’intérét avant de proposer des estimateurs

= Proposer une méthodologie générale unificatrice
Tirer profit du meilleur des deux mondes

Pourquoi ?
S’inspirer de I'avénement des modéles numériques pour simuler les phénomeénes physiques
Modeles boites-noires qui servent déja pour les domaines critiques (e.g., dossiers de stretée)
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Quelques clarification

Dans la suite .

1= Boite-noire # modéle complexe
Prise en compte d’une large gamme de modéles (approches agnostique au modéele)
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Dans la suite .

1= Boite-noire # modéle complexe
Prise en compte d’une large gamme de modéles (approches agnostique au modéele)

1= Position post-hoc
Le modele est déja entrainé/établi, et on peut I'évaluer

1= |Interprétation vs. explication
Les méthodes servent a interpréter, les explications peuvent en découler

1= Entrées du modéle = variables explicatives
Jargon SA (mais je vais essayer de faire attention)
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Quantification de I'influence

Comment mesurer l'influence des variables sur une quantité d’intérét d’un
modéle boite-noire ?

= Quantité d’intérét (Qol) :
Indicateur de performance, variance, prévision ponctuelle...

Pourquoi?

ww Vérifier et valider la cohérence du modéle avec I'attendu pratique
w Sélectionner les variables avec des arguments tangibles

ww S’assurer de la non-utilisation de variables protégées/sensibles

= Mieux comprendre les rouages internes de la boite-noire

= Prioriser I'acquisition de certaines données pertinentes

ww Aide au design des |As (bugs, dégénérescence...)

Comment?
Décomposer la Qol de sorte a en attribuer une part @ chaque ensemble de variables
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Pourd =2,ona D = {1,2}, et Pp = {0,{1},{2},{1,2}}

w Pour tout A € Pp \ {0, D}, Xa est un sous-ensemble des variables

= G est un modéle boite-noire, et G(X) est la sortie aléatoire
On suppose que G(X) est une variable aléatoire (& valeur dans R)

Analyse de sensibilité : V (G(X)) est la quantité d’'incertitude du modeéle G(X)
w Décomposer V (G(X)) <= Quantifier 'importance des variables

XAl : Pour une réalisation x de X, G(x) est une prévision ponctuelle
w Décomposer G(x) <= “Expliquer” une prévision

Ces deux décompositions prennent racine dans un résultat commun :

La décomposition fonctionnelle d’Hoeffding (1948)
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Décomposition d’Hoeffding
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w Les variables X sont mutuellement indépendantes
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Décomposition d’Hoeffding

Sil'on suppose que :
w Les variables X sont mutuellement indépendantes
=V (G(X)) < o0

Alors, il existe une unique décomposition

G(X)= 3 Ga(Xa),

AePp
ol Gy est constant, et ou les représentants sont tous deux-a-deux orthogonaux, i.e.,
VA,B € Pp,A# B, E[Ga(Xa)Gs(Xs)] =0
De plus, ils sont caractérisés par
Ga(Xa) = > (-1)FIE[G(X) | Xs], VYA€ Pp

BEPA
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Hoeffding’'s decomposition

1= Les représentants Ga(Xa) sont les interactions pures induites par le modéle
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Ce qui répond parfaitement & notre question!

Par exemple :

X1 0 1 0 0
CX)=Xi+XX3, X=|Xo| ~N 0f,|]0 1 O
X3 0 0 0 1

Dans ce cas, nous avons que :

Gi(X1)=Xi Ga(Xe) =0, Gs(Xs)=0,
G2(X12) =0, Gi3(X13) =0, Ga3(Xa3) = Xo X3,
Gi23(X123) =0
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1= Les représentants Ga(Xa) sont les interactions pures induites par le modéle
Ce qui répond parfaitement & notre question!

Par exemple :

X1 0 1 0 0
CX)=Xi+XX3, X=|Xo| ~N 0f,|]0 1 O
X3 0 0 0 1

Dans ce cas, nous avons que :

Gi(X1)=Xi Ga(Xe) =0, Gs(Xs)=0,
G2(X12) =0, Gi3(X13) =0, Ga3(Xa3) = Xo X3,
Gi23(X123) =0

On peut recomposer le modéle en ayant accés qu’d ses représentants
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Pour quantifier I'importance, on veut décomposer V (G (X))

Les indices de Sobol (2001) (FANOVA) le permettent :

en se basant sur la décomposition d’Hoeffding

V(G(X))V(Z Ga( XA) > V(Ga(Xa))

AEPp AEPp

L'incertitude du modele est égale a I'incertitude de ses représentants

C’est un outil puissant pour interpréter les modeéles boites-noires :
= |Is sont toujours positifs (S4 > 0) et somment a 1

— Inferprétation comme un pourcentage de I'incertitude du modéle
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Pour “expliquer” une prévision, on veut décomposer G(x) pour une réalisation x de X

Grace & la décomposition d"Hoeffding, on a que :

Ex = Ga(xa) = Z (*U‘AF‘B‘E[G(X) | Xg = xg]
BEP,

La prévision du modéle est égale I'évaluation de ses représentants

C’est (aussi) un outil puissant pour interpréter les modeles boites-noires :
= |Is somment a la prévision G(x)!

— Interprétation comme une contribution & la prévision
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Dépendance

Mais, ces méthodes requiérent 'indépendance mutuelle des variables...

Si on garde les mémes formules :

Sa = gremy X Lsep,(~DATIIV(E[G(X) | X))
Ep= ZBGPA(—I)‘A‘*‘B‘]E [G(X) | Xg = xg]
X1 0 1 0 P
GX) =X +XX;, X=|X|~N|[O], |0 1 0
X3 0 p 0 1
Indices de Sobol’ Décomposition de G(xi, x2, x3)
51=05 S =0, S3=p?/2, El=x1 E=0, E3=pxs,
Si2 = p2/2, S13 = *92/27 S23 = 0.5, Eip = pxixo, E13 = —px3, Exz = xpx3,
Sio3 = —p?/2 E123 = —px1x2

1= Somment toujours aux bonnes choses mais la décomposition n’est pas claire

+ Indices de Sobol’ négatifs difficilement inferprétables
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Décomposition d’Hoeffding et dépendance

Iy a deux grand problémes :

1. Indices de Sobol’ négatifs

2. Interprétation des décompositions peu claire
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Décomposition d’Hoeffding et dépendance

Iy a deux grand problémes :

1. Indices de Sobol’ négatifs

2. Interprétation des décompositions peu claire

Mais, il y a des solutfions!

1. Allocations de jeux coopératifs (e.g., valeurs de Shapley)

2. Généralisation de la décomposition d’Hoeffding
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Valeurs de Shapley

Effets de Shapley (Owen 2014) : Redistribution égalitaire des indices de Sobol’ S,

S S S S S
— Z 7A251+£+g+...+£+..,+ 1234

|A| 2 2 3 4
AEPp : {1}CA
lls sont positifs et somment & 1
Premier probléme résolu!

+ ...

14/36



Valeurs de Shapley

Effets de Shapley (Owen 2014) : Redistribution égalitaire des indices de Sobol’ S,

S S S S S
— Z 7A251+£+g+...+£+..,+ 1234

|A| 2 2 3 4
AEPp : {1}CA
lls sont positifs et somment & 1
Premier probléme résolu!

+ ...

SHAP (Lundberg et Lee 2017) : Redistribution égalitaire des £,

AePp : {1}CA

lls somment toujours & G(x)!

14/36



Valeurs de Shapley

Effets de Shapley (Owen 2014) : Redistribution égalitaire des indices de Sobol’ S,

S Sp S S S
= Y S=s+22+20 4+ 22442

|A| 2 2 3 4
AEPp : {1}CA
lls sont positifs et somment & 1
Premier probléme résolu!

+ ...

SHAP (Lundberg et Lee 2017) : Redistribution égalitaire des £,

AePp : {1}CA

lls somment toujours & G(x)!

Revenons un peu en arriére...
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Théorie des jeux coopératifs

SHAP ef les effets de Shapley sont tirés des valeurs de Shapley (1951)
Qui font partie de la théorie des jeux coopératifs
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Théorie des jeux coopératifs

SHAP ef les effets de Shapley sont tirés des valeurs de Shapley (1951)
Qui font partie de la théorie des jeux coopératifs

Théorie des jeux coopératifs =
Art de partager un gateau

Soit D = {1,...,d} un ensemble de joueurs, et Pp |'ensemble des coalitions
On choisit v : Pp — R comme fonction de valeur
Assigne une valeur & une coadlition de joueurs

ww (D, v) définit formellement un jeu coopératif

Question centrale :

Comment redistribuer v(D) & chacun des d joueurs?

v(D) = gateau = la valeur de tous les joueurs
15/36
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Une associe une part de v(D) & chaque joueurs
C’estune fonction ¢ : D — R

For quantifier limportance (décomposer V (G(X))), deux critéres sont primordiaux :
o Efficacité: )", , =v(D)
e Positivité : Vi e D, (i) >0

On redistribue tout le gateau et rien que le gateau
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For quantifier limportance (décomposer V (G(X))), deux critéres sont primordiaux :
o Efficacité: )", , =v(D)
e Positivité : Vi e D, (i) >0

On redistribue tout le gateau et rien que le gateau

1= Dans ce cas, ¢ s'inferpréte comme un pourcentage d’incertitude due & chaque variable
Et non plus & chaque sous-ensemble de variables

Comment trouver des efficaces et positives ?
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L (Vasil'ev et Laan 2001) est un ensemble qui agrégent
les dividendes d’Harsanyi :

= > X(AD(A),

{\ﬁ € D,YA € Pp, \(A) >0,
ACPp : i€A

VAE Pp, Yicp M(A) =1

1= Allocations toujours efficaces
1= Positives si v est monotone
C’estle cas pour V(E [G(X) | Xa]) 17/36



Agrégation égalitaire : les valeurs de Shapley

Les 1951) sont 'agrégation égalitaire des dividendes.

Values Harsanyi Dividends Shapley Values

Pour chaque joueur i € D,
A

v(12)

Dv(A) o
Tl A @

. 0(123)
u(.x)‘) ’@

-
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Agrégation égalitaire : les valeurs de Shapley

Les 1951) sont 'agrégation égalitaire des dividendes.

Values Harsanyi Dividends Shapley Values

Pour chaque joueur i € D,
el O
> T ¢
= . u(2) v(23)
AEPpiicA Al ‘ &) 6
”(”)‘) ’@ v(123)

: choisir v(A) = V(E[G(X) | Xa])

Sobol” indices Closed Sobol” indices
Le gbteau devient V (G(X))
‘ Cl\ @ Les dividendes d’Harsanyi deviennent Sy
" € : choisir v(A) = E[G(X) | Xa = x4]

v 5510:.) S@ Selos Le gateau devient G(x)

Les dividendes d’Harsanyi deviennent E4
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Mais, les ont un comportement problématique
(pour la décomposition de la variance)

Une variable exogéne peut recevoir une X1 0 1 0 p
part d’importance G(X)=X1+Xo, X=|X2|~N|]|O]|,[0 1 0
X3 0 0 1
C’est la blague de Shapley
(looss et Prieur 2019) = 05— p°/4, =0.5, = 0%/

Pour résoudre ce probléme, on peut se tourner vers un agrégation proportionnelle des
dividendes (Ortmann 2000)

Ainsi, on a pu définir les (Herin et al. 2023)

Proposition (Detection de I'exogénéité). Sous de légéres hypotheses sur la structure probabiliste de X,
i =0 <= X; est exogéne.

En pratique, indices plus discriminants que en situation de forte corrélation 19/36



Estimer les PME/Effets de Shapley < Estimer v(A) pour tout A € Pp

Deux cas pratiques :

e On peut échantillonner les variables (Monte Carlo) : Nécessite un nomibre
proportionnel & d!(d — 1) d’appel au modéle boite-noire (Song, Nelson et Staum 2016)
Le colt computationnel peut étre réduit au prix de la précision

e On a seulement accés & un échantillon i.i.d : Approche “plus-proches voisins”
nécessite 2¢ estimations (Broto, Bachoc et Depecker 2020).

Estimation TRES chronophage et augmente de maniére exponentielle avec d, mais les
estimations peuvent étre recyclées pour calculer les deux allocations d’'un coup
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Transmission d’un filtre optique

Performance en transmission d’un filtre optique composé de 13
couches consécutives (Vasseur et al. 2010)

Les variables h, . .., hs représentent I'erreur de réfraction des
couches
Elles sont (irés) corrélées due au processus de fabrication séquentiel

Le modeéle numérique calcule I'erreur de transmission par rapport a
un filtre parfait sur plusieurs longueurs d’onde

Light Beam

/

YILY

RER]
Optical Filter
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Transmission d’un filtre optique

Light Beam
Performance en transmission d’un filtre optique composé de 13 /
couches consécutives (Vasseur et al. 2010)

Les variables I, . . ., hz représentent I'erreur de réfraction des
couches
Elles sont (irés) corrélées due au processus de fabrication séquentiel [rass

Le modeéle numérique calcule I'erreur de transmission par rapport a
un filtre parfait sur plusieurs longueurs d’onde TrET

Optical Filter

= On a seulement accés d un jeu de données i.i.d. (n = 1000).

Allocations calculées via approche plus-proches voisins
Implémentation parallélisée (package R sensitivity) (~ 4min d’exécution, 8 coeurs)
Nombre de voisins choisis arbitrairement : 6
21/36



Transmission d’un filtre optique

Shapley effects
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Transmission d’un filtre optique - Sélection de variables

Scénario : On veux remplacer le modéle numérique par un méta-modéle (processus
Gaussien*®)

Sur toutes les variables : Q? = 99.48%.
Sélection de variables :

e Premier seuil : 2.5% d’importance
o Effets de Shapley : Aucune variable refirée
e PME: |, et /5 sont retirées, Q% = 99.14%

e Deuxiéme seuil : 5% importance
o Effets de Shapley : Aucune variable retirée
e PME : 7 variables sont retfirées, Q% = 98.79%

* noyau de covariance Matérn 5/2, tendance constante 23/36



Conclusion partielle

1z L es indices de Sobol’ sont un outil remarquable pour mesurer 'importance des variables
d’un modéle boite-noire
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d’un modéle boite-noire

w Lorsque les variables sont dépendantes, il y a deux problémes :

1. Lesindices de Sobol’ peuvent éfre négatifs
2. Leur interprétation en tant qu’interaction est moins claire

1= Solution au premier probléme : issues de la théorie des jeux coopératifs
e.g. les inspirés de I'agrégation égalitaire, i.e., les

= |a plupart des allocation intéréssantes sont une agrégation des dividendes de Harsanyi
Ce sont des agrégations des indices de Sobol’ (importance), ou des E4 (prévision)

= Pour identifier les variables exogénes, il vaut mieux utiliser les

Mais qu’en est-il du deuxiéme probléme ?
24/36



Généraliser la décomposition d’'Hoeffding pour des variables dépendantes
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Généraliser la décomposition d’Hoeffding pour des variables dépe

La décomposition d’Hoeffding garantit le sens des indices de Sobol'...
... naturellement, on aimerait la generaliser & des variables dépendantes!

On est pas les premiers & s'étre rendus compte de ¢a :
e.g.. Rabitz et Alig (1999), Peccati (2004), Hooker (2007), Kuo et al. (2009), Hart et Gremaud (2018) et Chastaing, Gamboa et Prieur (2012)

Mais on a découvert une approche intéressante :)
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Généraliser la décomposition d’Hoeffding pour des variables dépe

Premier défi : définir des situations de “non-indépendance mutuelle”

Or, 'indépendance mutuelle est plutot restrictive
Bien plus que 'indépendance deux-a-deux

On impose deux hypothéses “bien moins restrictives “ sur X :

e Dépendance fonctionnelle non-parfaite entre les variables

e Dépendance stochastique non-dégénérée entre les variables

Interprétation : On peut distinguer les variables (chacune apporte un signal différent)

26/36



Conséquences

Sous ces deux hypotheses, n‘importe quelle sortie aléatoire G(X) & second moment fini
peut étre décomposé de maniére unique :

G(X)= D Ga(Xa),
AePp
oU les Ga(Xa) sont hiérarchiquement orthogonaux
Et non plus orthogonaux deux-a-deux avec le résultat classique d'Hoeffding
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Conséquences

Sous ces deux hypotheses, n‘importe quelle sortie aléatoire G(X) & second moment fini
peut étre décomposé de maniére unique :

G(X)= D Ga(Xa),
AePp
oU les Ga(Xa) sont hiérarchiquement orthogonaux
Et non plus orthogonaux deux-a-deux avec le résultat classique d'Hoeffding

Les représentants peuvent étre caractérisés par des projections obliques M4[G(X)] qui
changent en fonction de la structure de dépendance :

Ga(Xa) = > (-1 PIMB [G(X)], VAEPD
BePy
Et quand les variables sont mutuellement indépendantes, M4 [G(X)] = E[G(X) | X4]. ef
Ga(Xa) = > (-1)NPIE[G(X) | Xs], YA€ Pp
BeP,
== On retrouve le résultat d’Hoeffding!
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lllustration* : modéle bivarié

Vi W
% Vie Vs
e
| PUG(X)
- " Vi@ Vs
Gra(X) 07 | e TS Gi(X1) + Ga(Xa)
5 Gi(X1)@--mm - - - - Sy
ol
G1(X1) + G2(X2) oo
“ o,

Va

1z The oblique projections usually differ from the orthogonal projections
(i.e., conditional expectation)
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Implications

Qu’est-ce qu’on a appris en développant cette généralisation :

=z Lo dépendance introduit des angles entre les fonctions des sous-ensembles de variables
Indépendance mutuelle <= Tout le monde est orthogonall

1= Pour une décomposition unique, il faut corriger les projections en fonction de ces angles
Espérance conditionnelle en situation de dépendance — Interprétation floue du début

= |interprétation d’'un modéle change en fonction des données d’entrées

Par ex. un modele peut respecter une “équité” pour un jeu de données, mais pas pour un autre

Mais il reste du travail avant sa mise en oeuvre pratique...
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Quelques perspectives

ww Défi principal : Estimer ces projections obliques & partir de d’observations
Mais on a plein de pistes prometteuses :)
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Quelques perspectives

ww Défi principal : Estimer ces projections obliques & partir de d’observations
Mais on a plein de pistes prometteuses :)

= Applications pour la quantification d’influence
Evaluation de I'équité, Analyse de sensibilité locale et globale, XAl maitrisée théoriquement,

1= Implémentation informatique efficace
Ouvrir I'usage au plus grand nombre
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DES QUESTIONS ?


https://marouaneilidrissi.com

Non-perfect functional dependence

Assumption 1 (Non-perfect functional dependence).

e oy Coj,i=1,...,d (inputs are not constant).
e For B C A, og C o, (inputs add information).

e Forevery A, B €EPp, A#B,ocpNog =0canB-

w L% (0g) C L% (0a), for every A € Pp
There are non-constant random variables in the Lebesgue spaces

w For B C A, 12 (05) C L2 (0a)
There are functions of X, that are not functions of Xg

w Forany A, B € Pp, 1.2 (64) N1L2 (08) = L? (0ans)

The functions of X, and Xz are functions of X,z

Proposition . Under Assumption 1, forany A, B € Pp such that AN B ¢ {A, B}, there is no mapping T such
that Xg = T(Xa) a.e.



Non-perfect stochastic dependence

Definition (Friedrichs (1937) angle ). The cosine of Friedrichs’ angle is defined as

c(M,N) :—sup{l<x,y>|:{xe"m JIxI <1 }

yeNn vl <1

where the orthogonal complement is faken w.r.t. to H.

= Analogous to the maximal partial dependence between random elements (Bryc 1984, 1996;
Dauxois, Nkiet et Romain 2004)

Definition (Feshchenko matrix). Let A be the (29 x 29), symmetric set-indexed matrix, defined element-

wise, VA, B € Pp Qs
1 if A= B;
Dpg = 2 2 ;
—c (L2 (oa),L2(0g)) otherwise.

Assumption 2 (Non-degenerate stochastic dependence). The Feshchenko matrix A of X is definite-positive.



Non-perfect functional dependence

w IL? (0x) contains random variables that are functions of X.
w For every A C D, 1.? (54) contains random variables that are functions of X,.

v 1.2 (o) contains constants.

Theorem Siddk (1957, Theorem 2). Let G1,G> C F, then

o If G C Go, thenl?(G1) C L2 (Go) C L2 (F);
o L2(G1)NL2(G2) =12 (61N G2).

Assumption 1 (Non-perfect functional dependence).

e oy Coj,i=1,...,d(inputs are not constant).
e For B C A, op C op (inputs add information).

e Forevery A/Be Pp,A#B,
opaNog =0anB-




Consequences of Assumption 1:

w L% (o) C L2 (0a), forevery A € Pp
There are non-constant random variables in the Lebesgue spaces

w For B C A, 1.2 (o8) C L? (04)
There are functions of X, that are not functions of Xz

w Forany A, B € Pp,
L2 (UA) N2 (O’B) =12 (O'AmB)

The functions of X, and Xz are in fact functions of X,z

Proposition . Suppose that Assumption 1 hold. Then, for any A, B € Pp such that An B ¢ {A, B}, there is
no mapping T such that

Xg = T(XA) a.e.

1= Hence the name “non-perfect functional dependence”



Minimal angle, maximal correlation

Dixmier’s angle : the maximal value the inner product can take between the elements of
two closed subspaces of a Hilbert space

Definition (Dixmier’s angle (Dixmier 1949)). Let M, N be closed subspaces of a Hilbert space H. The cosine
of Dixmier’s angle between M and N is defined as

co (M, N) :=sup{[{(x,y)| : x € M,[Ix]| <1, yeN,]y|] <1}.
= Analogous to the maximal correlation in probability theory (Koyak 1987), as a
dependence measure between random elements.

Definition (Maximal correlation (Gebelein 1941)). Let X, Y be two random elements. The maximal correla-
tion between X and Y is

po(X, Y) = co (L5 (ox) , L (o))
Remark . The independence relation from the previous slide can be written as :

X1UY < o (L3(ox),L3(oy)) =0.




Maximal partial correlation

Friedrichs” angle : Restriction fo the elements orthogonal to the intersection of the subspaces

Definition (Friedrich’s angle (Friedrichs 1937)). The cosine of Friedrichs’ angle is defined as

c (M, N) :—sup{|<x,y>|:{X€Mﬂ il <1 }

yeNn vl <1

where the orthogonal complement is faken w.r.t. to H.

= Analogous to the maximal partial dependence between random elements (Bryc 1984,
1996, Dauxois, Nkiet et Romain 2004).

Definition (Maximal partial correlation). The maximal partial correlation between X and Y is

pH(X,Y) = c (L2 (0x) , 12 (o))

Remark . It is closely related to the commutativity of conditional expectations.

¢ (L? (ox) 12 (0y)) =0 <= E[E[| X] | Y] =E[E[| Y]| X]




Feshchenko matrix

w For every A € Pp, L2 (04) contains the functions of X,
= Dixmier’s and Friedrichs’ angles to pairwise control the inner products in these spaces

Intuition : A generalized precision matrix to confrol the global magnitude of all the angles

Definition (Maximal coalitional precision matrix).

Let A be the (29 x 27), symmetric set-indexed matrix, defined element-wise, VA, B € Pp as

1 if A= B;
Aap = 2 2 ;
—c (L2 (0oa),L%(0g)) otherwise.

We use Friedrichs’ angles (partial correlation), hence the precision part

1z These matrices closely resemble the ones used by Feshchenko (2020) to study the
closedness of an arbitrary sum of closed subspaces of a Hilbert space

We’'re calling them “Feshchenko matrices”.



Non-degenerate stochastic dependence

But why are Feshchenko matrices interesting ?

Proposition . Suppose that Assumption 1 hold. Then,

A=1ly <= Xismutually independent.

= X is valued in a product of Polish spaces, with an arbitrary law

Assumption 2 (Non-degenerate stochastic dependence).

The Feshchenko matrix A of the inputs X is definite-positive.

It's a restriction on the inner product of 1.2 (¢x) = A restriction on the law of X
= Hence the sfochastic dependence (in opposition to functional dependence).



Generalized Hoeffding decomposition

Theorem .

Under Assumptions 1 and 2, for every A € Pp, one has that

L2 (0a) = € Vs

BEPy

where Vy = L2 (op), and

1B
Ve=| -+ Vve|
CePp,C#B

where 1 g denotes the orthogonal complement in L2 (o).

Intuition of the proof :

Inductive functional centering



Intuition of the proof : One input

One input :

1. Letie D, and fix 1.2 (¢;) as the ambient space

2. We have that V; := L2 (o) is a closed subspace of L2 (o;)
(it is complemented)

3. Denote V; = [Vy] ", the orthogonal complement of Vj in 1.2 (o)
4. One hasthatL? (o)) = Vy ® Vi

We just showed that any 7(X;) € 1.2 (¢;) can be written as

f(Xi) = E[f(X)] + E[f(X) — E[f(X)]]

€V eV;=L3(o;)

And note that 1. (¢;) = V @ V; hold for any i € D (induction)



Intuition of the proof : Two inputs

Two inputs :

1. Leti,j € D, and fix .? (¢;) as the ambient space

2. Assumptions 1 and 2 imply that 1.? (¢;) + 1.2 (o) is closed in L% (o)
(it is complemented)

3. Notice (previous step) that L. (¢;) + L? (o;) = Vp + Vi + V;
4. Denote V; = [Vy + Vi + V;]*i, the orthogonal complement in 1.2 (o)
5. We thus have that L? (o)) = Vo + Vi + V; + V;

And note that the decomposition hold for any pair i, j € D
We “centered” a bivariate function from its “univariate and constant parts”

We continue the induction up to d inputs.



Orthocanonical decomposition

Corollary (Orthocanonical decomposition).
Suppose that Assumptions 1 and 2 hold.

Then, any random variable G(X) € 1.2 (ox) can be uniquely decomposed as

G(X)= > Ga(Xa),

AEPD

where each Ga(Xa) € Va.

The term “orthocanonical” comes from the choice of the orthogonal complement in the “centering
process”

The subspaces V4 contain random variables that are functions of exactly X,
If one of their element can be expressed with fewer inputs, it is necessarily equal o 0

Is it possible to characterize the representants Ga(Xa)?



|lHHEHEIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

w | et H be a Hilbert space, and let P : H — H be an operator
= Ran (P) is the range of P, and Ker (P) is ifs nullspace

If Pis an idempotent (P o P = P), linear, and bounded operator, it is then called the oblique
projector onto Ran (P) parallel to Ker (P) and

H = Ran (P) & Ker (P)

Conversely, suppose that
H=M&N

then there exists a projector P such that Ran (P) = M and Ker (P) = N (Galdntai 2004)
= P is called the canonical oblique projector w.r.t. fo this direct-sum decomposition of H

If in addition N = M+ (P is self-adjoint), then P is called the orthogonal projector onto M
w The orthogonal projector onto 1L? (04) is the conditional expectation E[. | o4]



Orthocanonical projectors

From the direct-sum decomposition of L2 (ox) :

G(X)= > Ga(Xa).

AePp

Oblique projection onto V,

The operator
QA :]L2 (Ux)%]lf ((T)()7 G(X)I—> GA(XA).

Qa4 is the (canonical) oblique projection with

Ran(Qa) = Va,and Ker(@a)= & Vs

BEPp:B#A

Orthogonal projections onto V,

The projector
Pa:17(0x) — L2 (0x), with Ran(Pa) = Va and Ker (Pa) = [Va]"

is the orthogonal projection onto V.



Oblique and orthogonal projections

In fact,

Proposition .

Under Assumptions 1 and 2,

PA(G(X)) = Qa(G(X)) as. ,VAe Pp <= X is mutually independent.

This comes from the fact that the subspaces V, are all pairwise orthogonal if and only if the
inputs are mutually independent

But, under Assumptions 1 and 2, they may not be all orthogonal

There is a more visual way to illustrate that



Boolean lattice and hierarchical orthogonality

Our decomposition is over the power-set Pp, and this is not trivial
= Endowed with the binary relation C, (Pp, C) forms a Boolean lattice

a) Boolean lattice b) Hierarchical orthogonality
{123} Vizs
[ ] [ ]

{12}@ ® {13} {23} Vis @ o Vi ® Vi
{1} @ {2} ® ® {3} Vi @ Vo @ [ %
[ ] [ ]

0 Vo

The subspaces {Va},.p, are hierarchically orthogonal by design
= They form the same algebraic structure w.r.t. to L



More projectors

Recall that :

e Qais the canonical oblique projection onto V,4

e P, is the orthogonal projection onfo Vi

But we’re more familiar with projections onto LL? (v,)...
1 Conditional expectation operators, for example

(Canonical) oblique projection onto .2 (c4) :

Ma: L% (0x) = L2 (0x), G(X)+— > Gs(Xs)
BEPA

Orthogonal projection onto 1.? (c4) :
Ea: L% (0x) = L? (0x), with Ran(Ea) =1%(ca) and Ker(Pa) =17 (ca)",
a.k.a the conditional expectation w.r.t. to X4 (i.e., E[. | Xa]).

Can we characterize Q, w.r.t. M4 ?



Generalized Mobius inversion

Because (Pp, C) forms a Boolean lattice, yes!

Corollary (Mébius inversion on power-sets (Rota 1964)).

For any two set functions :
f:PD—>A, gZ'PD—>A,

valued in an abelian group A, the following equivalence holds :

f(A)= Y g(B), VAePpr <« g(A)= > (-1)"IBlf(B), VA€ Pp.
BEPx BEP,

== Analogous to the inclusion-exclusion principle
In our case, we have, by definition of the oblique projection onto L% (¢4), that

Ma(G(X)) = > Gs(Xs), VAEPp,
BePy
which is equivalent to
Ga(Xa) = > (-1 1PIMp(G(X)), VA€ PO

BEPy



Generalized Hoeffding decomposition

Hoeffding (1948) found that for mutually independent inputs :
Ga(Xa) = > (-1 FIEG [G(X)], VA€ Po
BEPA

Under Assumptions 1 and 2, we have that :

Ga(Xa) = > (1) PIMg [G(X)], VA€ Po

BEP,
In addition :

Proposition .

Under Assumptions 1 and 2,

Ma[G(X)] =Ea[G(X)] as.,VA€e Pp <=  Xis mutually independent.

Our approach generalizes Hoeffding’s original decomposition!



Variance decomposition

Let’s talk about variance decomposition.

We propose two complementary approaches for decomposing V (G(X)) based on this
generalized decomposition, inspired from the existing literature

Organic variance decomposition : separate pure interaction effects to dependence effects.
The dependence structure of X is unwanted, and one wishes to study its effects.

Orthocanonical variance decomposition : the dependence structure of X is inherent in the
uncertainty modeling of the stfudied phenomenon. It amounts to quantify structural and
correlative effects.




Organic variance decomposition : Pure interaction

The notion of pure interaction is intrinsically linked with the notion of mutual independence.

Let X = (Xi,...,X4)" be the random vector such that

X 2 X;, and X is mutually independent.

Definition (Pure interaction). For every A € Pp, define the pure interaction of X, on G(X) as

v (Pa(6(X)))
Sa=—— 2 X V(G(X)).
\% (G(X))

These indices are the Sobol’ indices computed on the mutually independent version of X.

This approach strongly resembles the “independent Sobol’ indices” proposed by Mara,
Tarantola et Annoni (2015).

(see, also, Lebrun et Dutfoy (2009a, 2009b))



Organic variance decomposition : Dependence effects

To define dependence effects, we measure the distance between the orthogonal and
oblique projections

Definition (Dependence effects).

For every A € Pp, define the dependence effects of X, on G(X) as

S8 =E[(Qa(6(X)) — Pa(6(X)))*] .

Proposition . Under the two assumptions,

SA’? =0,YA€ Pp, <= Xismutuallyindependent.

What do they sum up to?...

Probably the overall effect of the dependence on the model’s uncertainty !



Canonical variance decomposition

The structural effects represent the variance of each of the Ga(Xa). It amounts to perform a
covariance decomposition (Hart et Gremaud 2018 ; Da Veiga et al. 2021).

Definition (Structural effects).
For every A € Pp, define the structural effects of X, on G(X) as
SY =V (Ga(Xa)) -

The correlative effects represent the part of variance that is due to the correlation between
the representants Ga(Xa)

Definition (Correlative effects).

For every A € Pp, define the correlative effects of X, on G(X) as

S5 = Cov (GA(XA), > GB(XB)> .

BEPp:B#A




Variance decomposition : Intuition

Pure interaction effects Structural and dependence effects

Vi
eV, ieVv,
Gi+ G2 s
e ~c-cooooonooo € G @------------ ? G1+ G2
1 1
/ 1
| /1
1 ’ :
1
1 ,I H
1 r oD |
S. 1
G G2 P2(G)

1= Maybe a good candidate to solve our second issue!
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