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Séminaire PSPP
10 Février 2021

Marouane Il Idrissi



Introduction

Comment construire des mesures d’importance relative
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Jeux coopératifs

Deux domaines d’étude de la théorie des jeux :

Jeux coopératifs

(combinatoires)

Modélisation de l’issue d’un jeu lorsque les

joueurs s’organisent en coalitions différentes.

Jeux non-coopératifs

(procéduraux)

Modélisation des décisions offertes aux

joueurs de manière procédurale.

Les jeux coopératifs ne traitent pas exclusivement de coopération (et inversement).
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Jeux coopératifs

Soit N = {1, . . . , n} un ensemble fini dénombrable de joueurs, et Pn l’ensemble des

sous-ensembles de N (coalitions). Soit v une fonction de coût de Pn dans R.

Le jeu coopératif composé des joueurs N, et de la fonction de coût v est formellement

défini par le tuple (N, v).
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Allocations

Comment allouer une part de la valeur totale produite à
chacun des joueurs ?
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Allocations

Une allocation relative à un jeu (N, v) est une collection φ = (φ1, . . . , φn) ∈ Rn
.

On peut imaginer un processus de négociation entre les joueurs, pour déterminer une

allocation.

Les contributions marginales permettent de quantifier le pouvoir de négociation d’un

joueur ou d’une coalition. Soit S ∈ Pn, la contribution marginale de S est notée :

w(S) = v(N)− v(N \ S). (1)

Exemples de propriétés désirées :

• Efficacité : ∑n
i=1 φi = v(N).

• Individuellement rationnelle : φi ≥ v({i}), ∀i ∈ N.

• Symétrie : Si ∀S ∈ Pn, v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}), i 6= j alors φi = φj .

7/42



Allocations
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Modèles à ordres aléatoires

Une manière de construire une allocation est de considérer les modèles à ordres aléatoires
(Feldman 2007).

Idée :

• Considérer que les joueurs sont mis en relation dans un certain ordre (une permutation

de N), considéré aléatoire.

• Chaque joueur reçoit sa contribution marginale au groupe de joueurs le précédant,
pondérée par la ”vraisemblance” de cet ordre.

Soit R(N) l’ensemble des n! ordres/permutations de N. Par exemple, si N = {1, 2, 3}, alors :

R(N) =
{

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)
}
. (2)
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Modèles à ordres aléatoires

Soit r = (r1, . . . , rn) ∈ R(N) une permutation de N.

L’ensemble S r
k = {r1, . . . , rk} contient les k premiers éléments de l’ordre r .

La contribution marginale individuelle positionnelle du i ème
joueur de r est notée :

Mi (r) = w(S r
i )− w(S r

i−1) (3)

= v(N \ S r
i−1)− v(N \ S r

i ) (4)

Et peut être interprétée comme la contribution marginale de ri à v(N \ {r1, . . . , ri−1}).

Notons :

• r(i) la position du joueur i ∈ N dans la permutation r , de sorte que rr(i) = i .

• p(r) une fonction de masse définie sur R(N).
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Modèles à ordres aléatoires
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Allocation par modèle à ordre aléatoire

Alors, pour i = 1, . . . , n :

φi = Ep

[
Mi (r)

]
(5)

=
∑

r∈R(N)

p(r)Mr(i)(r) (6)

=
∑

r∈R(N)

p(r)
(
w(S r

r(i))− w(S r
r(i)−1)

)
(7)

=
∑

r∈R(N)

p(r)
(
v(N \ S r

r(i)−1)− v(N \ S r
r(i))
)

(8)

est l’allocation par modèle à ordre aléatoire de (N, v).

Propriété (Efficacité (Feldman 2005))

Pour toute fonction de masse p définie sur R(N), l’allocation φ par modèle à ordre aléatoire d’un jeu

coopératif (N, v) est efficace, i.e., :
n∑

i=1

φi = v(N).
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Jeux coopératifs statistiques

Soit X = (X1, . . . ,Xn) les covariables d’un modèle paramétrique Θ ”embôıtable”, tel que :

Y = Θ(X , β) (9)

avec β ∈ Rn
.

Pour S ∈ Pn, on note Θ(XS , βS) le sous-modèle embôıté de Θ(X , β). Par exemple :

Y = β1X1 + β2X2 + ε (10)

est embôıté dans le modèle total :

Y = β1X1 + β2X2 + β3X3 (11)
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Jeux coopératifs statistiques

Soit µΘ(S) : Pn → R+
une mesure de performance de Θ(XS , βS), pour tout S ∈ Pn.

Elle est supposée faiblement monotone : un sous-modèle ne peut pas être plus performant

qu’un modèle plus grand.

Pour un modèle linéaire, µΘ peut être le R2
(coefficient de détermination), la variance

expliquée, ou la (log-)vraisemblance (négative) du modèle Θ.
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Jeux coopératifs statistiques

Un jeu coopératif statistique est le jeu coopératif défini par (N, µΘ).

Propriété (Efficacité, positivité (Feldman 2005))

Pour tout p, l’allocation φ par modèle à ordre aléatoire d’un jeu coopératif statistique (N, µΘ) est

efficace et positive, i.e., :
n∑

i=1

φi = µΘ(N), φi ≥ 0, ∀i ∈ N.

φ est donc une décomposition de µΘ(N) selon p.

Comment définir p ?
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Modélisation de l’importance relative

L’importance relative peut être considérée comme une relation d’ordre (complète et

transitive) entre les covariables (Feldman 2005) dans un modèle.

Soit ≺ une relation d’ordre binaire définie sur N décrivant l’importance relative de

covariables pour un modèle Θ(X , β), avec mesure de performance µΘ :

• i ≺ j signifie que Xj est plus important que Xi .

• i ∼ j signifie que Xi et Xj sont d’importance équivalente.

Définition (Représentation d’un ordre binaire)

Soit ≺ une relation d’ordre binaire définie sur un ensemble N. Une fonction φ : N → R est une

représentation (utilité) de ≺ si, pour tout i , j ∈ N :

i � j ⇐⇒ φi ≤ φj .

Une mesure d’importance relative est donc une représentation de ≺.
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Modélisation de l’importance relative

L’existence de représentations de ≺ est garantie (Kreps 2013).

Idée : faire en sorte que p mesure la ”vraisemblance” qu’un ordre r respecte ≺.

i.e., si r1 � r2 � · · · � rn, alors p(r) doit être grand.

Permet de produire des allocations candidates à représenter ≺.

L’importance relative ≺ est inconnue, inobservée, et définie de manière très générale.
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Admissibilité d’une mesure d’importance relative

Comment définir une mesure d’importance relative admissible ?

Quatre critères d’admissibilité (Cox 1985 ; Johnson et Lebreton 2004 ; Feldman 2005 ;

Grömping 2007) :

• Positivité : ∀i ∈ N, φ(i) ≥ 0.

• Exclusion : Si, pour Θ(X , β), βi = 0, alors φi = 0.

• Inclusion : Si, pour Θ(X , β), βi 6= 0, alors φi > 0.

• Contribution totale : ∑n
i=1 φi = µΘ(N).
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Méthodologie de construction de mesures de l’importance relative

Pour résumer :

1. On prend un jeu coopératif statistique (N, µΘ).

2. On définit une allocation par modèle aléatoire φ sur (N, µΘ).

3. On choisit p afin que φ soit candidat à représenter l’importance relative ≺ sur le

modèle Θ.

4. On étudie les propriétés d’admissibilité de l’allocation φ.
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Valeur de Shapley

Concept introduit par Shapley (1951) dans le contexte des jeux coopératifs.

L’unique allocation qui satisfait, pour un jeu coopératif (N, v) :

1. Efficacité : ∑n
i=1 Shapi = v(N).

2. Symétrie : si ∀S ∈ Pn, v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}), i 6= j alors φi = φj .

3. Joueur nul : si v(S ∪ {i}) = 0,∀S ∈ Pn, alors Shapi = 0.

4. Additivité : soient deux jeux (N, v) et (N, v ′) ayant pour allocation φ et φ′, alors le jeu

(N, v + v ′) a pour allocation φ+ φ′.
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Valeur de Shapley

Dans le contexte des modèles à ordres aléatoires pour un jeu coopératif statistique (N, µΘ),

pour tout r ∈ R(N) :

p(r) =
1

n!

Ce qui donne, i = 1, . . . , n :

Shapi =
1

n!

∑
r∈R(N)

Mr(i)(r)

• Les valeurs de Shapley de (N, µΘ) ne respectent pas le critère d’exclusion (Feldman

2005).

• Peuvent être assimilé à un choix de maximum d’entropie (Soofi, Retzer et

Yasai-Ardekani 2000) ou un a priori uniforme sur R(N).
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Indices d’importance LMG

Dans le cadre d’un modèle Θ de régression linéaire, avec µΘ = R2
, i.e., :

R2(S) = 1−
E
[
(Y −Θ(XS , βS))2]

V(Y )
(12)

L’allocation par valeur de Shapley du jeux coopératif statistique (N,R2) sont les indices LMG

d’après Lindeman, Merenda et Gold (1980).

Dans le cadre de modèles plus généraux, ils sont équivalent à la définition alternative des

effets de Shapley (Owen 2014) introduite par Song, Nelson et Staum (2016), et étudiés

extensivement par Iooss et Prieur (2019), avec µΘ = ES :

ES = E
[
V
(
Y
∣∣ XN\S

)]
(13)
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Décomposition marginale proportionnelle (PMD)

Inspirée de l’allocation par valeur proportionnelle des jeux coopératifs introduite par

Ortmann (2000).

Déclinée aux jeux coopératifs statistiques par Feldman (2005).

µΘ peut donner une idée sur l’ordonnancement des covariables selon ≺. Si une

permutation r ∈ R(N) satisfait :

M1(r) < M2(r) < · · · < Mn(r)

alors, il y a de fortes chances que r respecte l’ordre d’importance relative (i.e.,

r1 � r2 � · · · � rn).

Idée : tirer profit de l’information qu’offre µΘ sur ≺ dans la définition de p.
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Décomposition marginale proportionnelle (PMD)

Posons :

p(r) =
L(r)∑

m∈R(N) L(m)
= P(N) ∗ L(r).

Notons S ∈ r pour tout ensemble {r1, . . . , ri} tel quel S ∈
{
S r
i

}n
i=1

.

Par exemple, pour r = (2, 3, 1), on a que :

S ∈ r =⇒ S ∈


{2},
{2, 3},
{2, 3, 1}

 . (14)
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Décomposition marginale proportionnelle (PMD)

Trois axiomes définissent l’allocation (PMD) (Feldman 2005) :

1. Anonymité : soient r et r∗ deux permutations dans R(N). Si w(S r
i ) = w(S r∗

i ) pour tout

i ∈ N alors :

L(r) = L(r∗).

2. Exclusion (simplifié)
1

: si w({i}) = 0 alors φi = 0.

3. Effets proportionnels égaux : pour r ∈ R(N), et pour tout S ∈ r :∣∣∣∣ ∂ ln L(r)

∂ lnw(S)

∣∣∣∣ = 1.

1. Une version limite plus technique de cet axiome est nécessaire.
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Identification de la (PMD)

Selon Feldman (2005), l’unique fonction de masse respectant les trois axiomes est définie

par :

L(r) =

(∏
S∈r

w(S)

)−1

avec pour facteur de normalisation :

P(N) =

 ∑
r∈R(N)

L(r)

−1

(15)

=

 ∑
r∈R(N)

(∏
S∈r

w(S)

)−1
−1

. (16)
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Allocation PMD

L’allocation ainsi obtenue est :

φi (w) = Ep

[
Mi (r)

]
(17)

= P(N)×
∑

r∈R(N)

L(r)Mr(i)(r) (18)

L’allocation PMD du jeu coopératif statistique (N, µΘ) respecte les quatre critères
d’admissibilité d’une mesure d’importance relative (Feldman 2005), tout en prenant en

compte l’information contenue dans µΘ sur ≺.
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Décomposition marginale proportionnelle de la variance (PMVD)

L’allocation PMD appliquée à un modèle Θ linéaire, avec mesure de performance µΘ = R2

s’intitule Proportional Marginal Variance Decomposition (PMVD) (Feldman 2005).

Cette mesure d’importance relative a été extensivement étudiée dans Grömping (2007) et

Grömping (2015).

La PMVD, dans le cadre d’un modèle linéaire, permet de détecter des covariables
non-influentes en présence de dépendance entre les entrées.
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Résultats analytiques

On considère le modèle :

Y = β1X1 + β2X2 (19)

avec β1, β2 ∈ R, et :

X ∼ N2

((
0

0

)
,

(
σ2

1 σ1σ2ρ

σ1σ2ρ σ2
2

))
(20)

On prend R2
comme mesure de performance. On a donc :

V(Y ) = β2
1σ

2
1 + β2

2σ
2
2 + 2β1β2σ1σ2ρ (21)

Comme X est Gaussien, on a que :

R2(∅) = 0 R2({1}) =
(
β2

1σ
2
1 + 2β1β2γ + β2

2σ
2
2ρ

2 )/
V(Y )

R2({2}) =
(
β2

2σ
2
2 + 2β1β2σ1σ2ρ + β2

1σ
2
1ρ

2 )/
V(Y ) R2({1, 2}) = 1.

(22)
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Modèle à deux covariables

Dans le cas n = 2 :

Valeurs de Shapley de (N,R2) :

LMG1 =
1

V(Y )

(
β2

1σ
2
1 + β1β2σ1σ2ρ+

ρ2

2
(β2

2σ
2
2 − β2

1σ
2
1)
)

LMG2 =
1

V(Y )

(
β2

2σ
2
2 + β1β2σ1σ2ρ+

ρ2

2
(β2

1σ
2
1 − β2

2σ
2
2)
)

Valeurs proportionnelles de (N,R2) :

PMVD1 =
β2

1σ
2
1

β2
1σ

2
1 + β2

2σ
2
2

PMVD2 =
β2

2σ
2
2

β2
1σ

2
1 + β2

2σ
2
2

L’allocation PMVD ne dépend pas de ρ (ne se généralise pas quand n > 2).

L’allocation LMG partage la part de variance due à la corrélation équitablement entre X1

et X2.
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Figure 1: LMG et PMVD dans le cas bivarié pour β1 = 1 et plusieurs valeurs de β2, en fonction de ρ.
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Modèle à trois covariables

On considère le modèle :

Y = X1 + X2 + β3X3 (23)

β3 ∈ R, et :

X ∼ N3


0

0

0

 ,

1 0 0

0 1 ρ

0 ρ 1


 (24)

avec R2
comme mesure de performance.
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Figure 2: LMG et PMVD en fonction de ρ. Haut β3 = 1, bas β3 = 2.
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Régression linéaire sur données ”Airquality”

Données Airquality : 111 mesures complètes de 6 variables concernant la qualité de l’air à

New York en 1973.

On chercher à prédire le niveau d’Ozone en

fonction de 5 covariables :

• Solar.R : radiation solaire

• Wind : vitesse du vent moyenne

• Temp : température maximum

• Month : Mois de l’observation (entre

Mai et Septembre)

• Day : Jour de l’observation

library(sensitivity)

airq <- na.omit(airquality)

#Data types

airq$Month <-factor(airq$Month ,
levels =5:9)

airq$Day <-factor(airq$Day ,
levels =1:31)

#Relative importance measures

LMG.airq <- lmg(X=airq[,-1],

y=airq$Ozone)
PMVD.airq <- emvd(X=airq[,-1],

y=airq$Ozone)

Listing 1: R code Airquality.
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Régression linéaire sur le dataset ”Airquality”

Valeur de R2(N) = 0.816.

Figure 3: Corrélations (gauche) et nuages de points (droite) des données Airquality. 36/42



Régression linéaire sur données ”Airquality”

Figure 4: LMG et PMVD du modèle linéaire sur les données Airquality.
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Conclusion récapitulative

• Formaliser le lien entre théorie des jeux coopératif et apprentissage statistique.

• Méthodologie de construction de mesures d’importance relative.

• L’allocation Shapley est un choix uniforme. La PMD est admissible.

• Résultats analytiques dans des cas gaussiens.

• Implémentation dans sensitivity et exemple d’utilisation.
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Pistes d’ouverture

• Clarifier théoriquement le cas régression logistique :

R2(S) = 1− Déviance de Θ(XS , βS)

Déviance modèle nul

• Étendre aux modèles linéaires généralisés et modèles additifs généralisés.

• Étendre à d’autres modèles ”embôıtables” (e.g., arbres de décisions).

• PMD pour l’analyse de sensibilité.

• Autres définitions de p :

• Explorer la décomposition d’autres mesures de performances µΘ.

• p définie sur une autre quantité plus générale que µΘ (e.g., moment-independent

indices).

• Définitions de p différentes pour satisfaire d’autres jeux de critères
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https://www.rand.org/content/dam/rand/pubs/research memoranda/2008/RM670.pdf.

41/42

https://doi.org/10.1177/1094428104266510
http://journals.sagepub.com/doi/10.1177/1094428104266510
https://books.google.cz/books?id=-hfvAAAAMAAJ
https://doi.org/10.1007/s001860050086
http://link.springer.com/10.1007/s001860050086
https://doi.org/10.1137/130936233
http://epubs.siam.org/doi/10.1137/130936233
https://www.rand.org/content/dam/rand/pubs/research_memoranda/2008/RM670.pdf
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Annexe 1 : Axiome ”Limit Proper Exclusion”

Axiome (Limit Proper Exclusion)

Let w be defined by a model Θ and performance measure µ where β∗i = 0. Consider a sequence of

games wk , where βk
j = β∗j for j 6= i . Assume that β1

i > 0 and βk
i → 0. Then :

lim
k→∞

φi (wk) = 0 (25)



Annexe 2 : Illustration Backward



Annexe 3 : Régression logistique

In the case of logistic models, the following R2
performance metric is computed :

R2(S) = 1− D(Y ,XS)

D(Y , ∅) (26)

where D(., .) denotes the nested model’s deviance, and D(Y , ∅) the null model deviance

(e.g., by only including an intercept). The deviance is defined by :

D(Y ,XS) = −2 log
(
L(β̂S)

)
(27)

where L denotes the likelihood (L(β̂S) denotes the value of the maximized likelihood, since

β̂S are assumed to be MLE estimators of βS ) of the nested model, given an i.i.d. data sample.



Annexe 4 : Régression logistique ’Airquality’

Y = 1Ozone≥120

Performance : R2(N) = 1.

Part de Y = 1 sur les données : 2.7%

#Logistic Regression

LMG.airqlog <- lmg(X=airq[,-1],

y=airq$Ozone >=120 ,
logistic=T)

PMVD.airqlog <- emvd(X=airq[,-1],

y=airq$Ozone >=120 ,
logistic=T)

Listing 2: R code Airquality.



Annexe 5 : Identification de la PMD

• From the Limit Proper Exclusion, one has that
∂ ln L(r)
∂ ln w(S)

< 0.

• Since
∂X
∂Y

= ∂X
∂ ln Y

× 1
Y

, this leads, to − ∂ ln L(r)
∂w(S)

= 1
w(S)

.

In turn, these observations lead to :

− ln L(r) = cr +
∑
S∈r

∫ w(S)

0

1

x
dx = cr +

∑
S∈r

lnw(S). (28)

where cr is a multiplicative factor dependent of r . However, the anonymity axiom requires

that cr should be constant for all r ∈ R(N), and appears both in the numerator and

denominator of p(r). One could subsequently assume that cr = 0. This leads to the unique

identification of L(r), ∀r ∈ R(N) as being :

L(r) =

(∏
S∈r

w(S)

)−1

(29)
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